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Zadanie 28

Uzasadnij, ze jezeli liczba catkowita nie dzieli si¢ przez 3, to jej kwadrat przy dzieleniu przez
3 daje reszte 1.

Rozwigzania

I sposéb

Niech liczba catkowita nie dzieli si¢ przez 3. Mozliwe sg wtedy dwa przypadki:
a) liczba ta przy dzieleniu przez 3 daje resztg 1,
b) liczba ta przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2.

Zadanie mozemy rozwigza¢ za pomocg kongruencji.

a) W pierwszym przypadku mozemy liczb¢ calkowitg zapisaé w postaci n=3k +1, gdzie k
jest dowolna liczbg catkowita. Wtedy 3k +1=1(mod3), bo roznica liczby 3k +1 i liczby 1
dzieli si¢ przez 3. Nastgpnie podnosimy kongruencje do kwadratu i otrzymujemy
(3k +1)2 512(m0d3), wiec n? jest w relacji modulo 3 z liczbg 1, a to oznacza, ze przy

dzieleniu przez 3 daje reszte 1.

b) W drugim przypadku otrzymujemy n=3k+2, gdzie k jest liczbg catkowita. Wtedy
3k+252(m0d3), bo roznica liczby 3k +2 i liczby 2 dzieli si¢ przez 3. Nastepnie

podnosimy kongruencj¢ do kwadratu i otrzymujemy (3k + 2)2 = 2*(mod3). Oczywiste jest,
ze 451( mod 3), gdyz roznica liczb 4 1 1 jest podzielna przez 3. Z przechodniosci relacji

réwnowazno$ci otrzymujemy, ze (3k+2)2 =1(mod3) wigc n* jest w relacji modulo 3

z liczba 1, a to oznacza, ze przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.

I sposéb

Niech n bedzie liczba catkowita, ktora nie dzieli si¢ przez 3. Wtedy jedna z liczb n—1 albo
n+1 dzieli si¢ przez 3. Wynika to z faktu, Ze co trzecia liczba calkowita jest wielokrotnoscia
liczby 3, a liczby n—1, n, n+1 sg kolejne. Tworzymy iloczyn (n—l)-(n +1)= n’—1. Ten
iloczyn dzieli si¢ przez 3, gdyz jeden z jego czynnikow jest podzielny przez 3. Jesli 3‘(n2 - 1)

to oznacza, ze liczba n” przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.
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